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Exemplo -aula 1

» Retome-se o PLI
Min z=x; —2Xy

[ v fa
1 VAR
X1+2X2§5
X <3 X Xe X

X1, X2 EZar V

> Define-se a fungdo Dual Lagrangeana como sendo:
PLI(u): z(w) = Mei)r(l{xl —2x, +u(0 —x; + x3)} =
X

= Min{x; (1 —w) + (=2 + w)}
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* Graficamente X
Min{x; (1 —w) + x,(—2 + w)}
xXeX

X1 +2x, £5
X ={X <3
X1, %y € L§
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Exemplo -
* Graficamente X

yg)r(l{xﬂl —u) + x,(=2 +u)}

X1 +2x, <5
X =<X <3
X1,%y € L§
u<sl1 x=(02)

zw)=x;(1—u)+x,(-24+u) =
=01—-uw)+2(-2+u) =

=2u—4
u=2 e % = (3,0)
z(w) =x;(1 —u) + x,(—2+u) = 1<u<?
=31—-uw)+0(-2+u) =
=3—-3u
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» Funcao Dual Lagrangeana A
zZ(uy»
2u—4 se 0<u<l1
4 2u-4
u-3 se 1<u<-— 0 143 2 u
o 3 | »
Z(U)— 4 i »
1-2u se —<u<2 | IN/.
3 -1
3-3u se u=2
| 3-3u
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» Funcao Dual Lagrangeana A
Z(u)-»
2u—-4 se O0<u<il
4 2u-4
u-3 se 1£us§ 0 143 2 u
o | »
1-2u se —<u<2 ol LS
3 -1 \
3-3u  se u>2 P
/1 1-2u
Bl A
3-3u
-4 |
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Exemplo
» Graficamente - PLI (u = 4/3)
- . 1 2
Z(4/3)=Min —3%3%

[ Xy +2X5 <5
1 X1 <3

+
Xl,xzeZO
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» Funcao Dual Lagrangeana A
z(uy-»
2u-4 se 0<u<il
2u-4
u-3 se 1<u<-—
- 3 0 1 4{3 2 u_
Z(U)— 4 ; »
1-2u  se —<u<2 o0 LS
3 -1 \
3-3u se ux2 )
20 /
/| 1-2u
wp =max {z(u)} nep | = 4/3 3l
u=0 3-3u
5 o« x 4]
Wp, :—gzzRL <z =-1
O Dual Lagrangeano é um problema ndo linear!
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Exemplo

» Graficamente — PLI(u)
1 2 X2

7Z(4/3)=Min —=x, —=X
(@139)=min ~2x, 25,

J xl+2x2§5

l X <3
"
Xl,XzeZ0

Xx=01;2) e x=(3;1)
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» Fixando u = 4/3, e resolvendo PLI(u)

2(0)= Min{x1—2x2+g(—x1+x2)}

xeX

i:

7(413)= Solver...

» Do Solver podemos ver que a restricdo relaxada nao é verificada!

» Havera algum valor para u para o qual a SO de PLI(u) seja a SO de PLI?

> E se tivéssemos relaxado a 22 restricdo em vez da 127
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Relaxacoes

» Dado um PLI de minimizagdo: 7 = Min{cx:sz b,xeXc Zn}

> Uma relaxagéo de PLI é o problema: ' = Min {cx: x e X |

» Se juntarmos as restricoes “complicadas” a FO considerando multiplicadores

obtemos, para u=(u,,...,u,) fixo, o problema:

PLI(u): z(u)=Min{cx+u(b—Ax):xe X}

» PLI(u) é uma relaxagao de PLI - Relaxagdo Lagrangeana

> u é o vector de multiplicadores de Lagrange - variaveis duais!
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Relaxagoes

» PLI(u) é uma relaxacgao de PLI, pois:
X o{xeX:Ax>b}

cx+u(b—Ax) < cx
uz0 b-Ax<0
Teor.: Fraco da Dualidade Lagrangeana: z(u) < z, Yu =0

> Pretendemos obter o maximo valor de z(u), resolvendo o Dual Lagrangeano:

wp, =max{z(u):u>0}

E se:
Restricoes Relaxadas “>" ou “=* ?
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Relaxacoes

Teor.: Forte da Dualidade Lagrangeana: Se i = 0,

i. X é S.0.de PLI(T) e

ii. b—AX<0 (SPA) e

i, (b — AX) = 0 (complementaridade)
entdo, X €S.0.De PLI

Prova:
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Relaxagoes

Teor.: Forte da Dualidade Lagrangeana:Se u = 0,

i. X é S.0.de PLI(0) e
ii.h. b—AX <0 (SPA) e
i, U(b — AX) = 0 (complementaridade)

entdo, X éS.0.De PLI

Prova: .
wo, =max{z(u)t>z(U)=cX +t(b-AX) = CX _ = z
bt uzo{ (u)}=2(T) ( )(iii) (i) X € SA dePLI
* *
Sendo relaxagdo, Wp <Z =>Wp =2
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Relaxacoes

» Dualidade Lagrangeana — se podemos obter apenas minorantes

com o problema dual (de dificil resolu¢cdo!) — com a Dualidade

Lagrangeana podemos reforcar tais limites!

> Arvore geradora minima (SST) com restri¢des (capacidade ou grau)
» SST

» com restrices relaxadas penalizadas e juntas a F.O. !

SIMULACAO E OTIMIZACAO (MODEE) - 2018/19

SB0!
SCHOOL OF
ECONOMICS &

OTIMIZA(;Z\O INTEIRA JoNO
Relaxacoes

Z=Min{CXX€Xan}
PLI() z(u)=Min{cx+u(b—Ax):xe X}

DL WpL = ng{z(u)}

z(u)=z

Wp, <7

PLI z=|v|in{cx[szb,std,Tx=t]x6xgz”}

yXEX}
0 =0
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Relaxaco6es

PLI Z=MaX{CXXeXan}
PLI (u) z(u):Max{cx+uX}

DL Wp = TZ'B{Z(U)} >0

zZ(u) >z

PLI z:Max{cx[Axsb,szd,Tx:t}XEXgZ”}

PLI(W) z(u,v,y)=Min{cx+u(b—Ax)+ v+y(t-Tx):x eX}

DL Wp =min{z(uv,y):u=0{v<0}y livre}
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Relaxacoes

> Prova-se que o valor 6timo do Dual Lagrangeano nunca é pior que o
da relaxacao linear:

*
ZR], SWDL <z

» Quando um problema goza da propriedade de integralidade o valor
6timo do Dual Lagrangeano coincide com o da sua relaxagao Linear:

— *
ZpL = WpL < Z

» Como obter “bons” multiplicadores de Lagrange?

u="2
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Exemplo

» Resolver o Dual Lagrangeano de um PLI - Problema N&o Linear!

» A Funcao Dual, z(u), é: ﬁ
»Linear por trogos e cncava

» Se, aofixar u =1 0 ! 4? 2 u,
» z(W) tiver SO dnica, X T IR

= z() é diferencidvel com gradiente b — AX

Ex:z(l) = l\ﬁé}{xl(l_ﬁ)"'xz(ﬁ_z)} .........
u<1

gradiente: —x; +x, =b — Ax em X = (0,2) declive de z(u)!
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Exercicios

1.  Escrever a Relaxagdo Lagrangeana dos seguintes PLI, relaxando as restri¢des
assinaladas com (*):

a)Max Z = 16x; + 10x, + 4x, b) Min Z = 3x1 + 2x,
8x1 + 2x; + x3+4x, <10 (%) 2x1 +5x, 23 (%)
X1+ %y <1 5x; +2x, =3 (%)
x3+x,<1 X1 +2x, <8
X1, X2, X3, X4 €EB X1, xze Za‘

2. Resolver os problemas relaxados do exercicio 1 considerando, em cada alinea, os

multiplicadores seguintes:

a) Ju=2; ii)u=20,5; iiu=6; vyu=1

b) iu=(1,1); ii)u=(0,1); iii)u:(l,%); iv)u=(3 3).

8’ 8
Indique, em cada alinea, o valor do melhor bound encontrado bem como a

respetiva solugao
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Trabalho 1

Considere o seguinte prolema de PLIM
Min 8xqq +7%o1 +4Xop + %31 +3X%30 +36Y; +12Y, +36Y3
X1+X1+X3126 (%)

X2+ %2 + %3226 (%)
X171+ X2 < 12y1
X21 + X220 < 12y2

X31 *+ X32 < 12y3

yi €{0,1}; 0<x;<6 i=123;j=12

a) Considerando u = (4,6) defina e resolva a relaxacao Lagrangeana do problema, relaxando
as restricoes assinaladas com (*).

b) Identificar este problema como uma instancia de um problema estudado no mestrado, definindo
as varidveis de forma compativel.
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